A Relação Paradoxal entre a equação de Bernoulli e teoria cinética dos gases. by Fagundes dos Santos, Leonardo Sioufi
International Centre for Physics
Instituto de F´ısica, Universidade de Bras´ılia
Ano VII, Novembro de 2018 • http://periodicos.unb.br/ojs311/index.php/e-bfis/index • eBFIS 7 1601-1(2018)
A Relac¸a˜o Paradoxal entre a equac¸a˜o de Bernoulli e teoria cine´tica dos gases.
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Este trabalho apresenta uma relac¸a˜o paradoxal entre a equac¸a˜o de Bernoulli e a teoria cine´tca
dos gases. De acordo com a equac¸a˜o de Bernoulli, para um flu´ıdo incompress´ıvel, sem viscosidade
e sem turbuleˆncia, a pressa˜o cai com o crescimento da velocidade. Ja´ a teoria cine´tica dos gases
preveˆ que a pressa˜o de um ga´s ideal aumenta com a velocidade. Uma vez que o ga´s ideal e´ um
flu´ıdo, se as condic¸o˜es exigidas para a aplicac¸a˜o da equac¸a˜o de Bernoulli sa˜o cumpridas, ha´ um
paradoxo: a equac¸a˜o de Bernoulli e a teoria cine´tica dos gases preveem comportamentos opostos
para a pressa˜o com o aumento da velocidade. A soluc¸a˜o do paradoxo e´ feita atrave´s da distinc¸a˜o
entre as velocidades do ga´s ideal e das part´ıculas. A pressa˜o cresce com a velocidade quadra´tica
me´dia das part´ıculas, mas diminui com a velocidade do ga´s ideal. Uma consequeˆncia da soluc¸a˜o
do paradoxo e´ a queda da velocidade do ga´s ideal com o aumento da me´dia dos quadrados das
velocidades randoˆmicas das part´ıculas e vice-versa.
I. INTRODUC¸A˜O
A equac¸a˜o de Bernoulli e a teoria cine´tica dos gases
na˜o fazem parte do curr´ıculo do ensino me´dio brasileiro
[1]. No entanto, para muitos cursos de universidades bra-
sileiras, estes temas fazem parte da ementa da disciplina
intitulada “F´ısica II” [2–6]. Em pelo menos treˆs colec¸o˜es
de livros de F´ısica Ba´sica muito usadas nas universidades
brasileiras, a equac¸a˜o de Bernoulli e a teoria cine´tica dos
gases aparecem no volume II [7–9], o que deixa essa bibli-
ografia adequada para os cursos de F´ısica II. No entanto,
os cursos e os livros dida´ticos na˜o discutem a equac¸a˜o de
Bernoulli e a teoria cine´tica dos gases em conjunto. Essa
discussa˜o e´ importante no estudo do fluxo de um ga´s ideal
com densidade uniforme porque a equac¸a˜o de Bernoulli
e a teoria cine´tica dos gases se aplicam a este sistema ao
mesmo tempo.
A equac¸a˜o de Bernoulli descreve a relac¸a˜o entre
pressa˜o, velocidade e altura ao longo de uma linha de
corrente de um flu´ıdo incompress´ıvel, sem viscosidade e
sem turbuleˆncia [10–13].
ρv2
2
+ P + ρgz = P0 (1)
onde ρ, v ,P , g, z e P0 sa˜o respectivamente densidade,
velocidade, pressa˜o esta´tica, acelerac¸a˜o da gravidade, al-
tura e pressa˜o de estagnac¸a˜o. Caso a vorticidade seja
nula, a pressa˜o de estagnac¸a˜o P0 e´ a mesma para todas
as linhas de corrente.
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Todo ga´s e´ um flu´ıdo, mas a teoria cine´tica dos ga-
ses descreve o ”ga´s ideal”como um conjunto de a´tomos
isolados ou mole´culas [14, 15]. As part´ıculas esta˜o em
movimento aleato´rio e chocam-se com qualquer corpo
imerso no ga´s. Por exemplo, um corpo sobre a Terra
esta´ imerso na atmosfera e as mole´culas dos gases at-
mosfe´ricos chocam-se com ele. Em um ga´s contido em
um recipiente, as part´ıculas ricocheteam as paredes do
contingente. A forc¸a me´dia exercida pelas part´ıculas do
ga´s no corpo imerso ou na parede contigente e´ proporci-
onal a` a´rea. Na teoria cine´tica dos gases, a pressa˜o e´ a
divisa˜o da forc¸a me´dia do choque das part´ıculas dividida
pela a´rea. Para um ga´s ideal em repouso, a relac¸a˜o entre
a pressa˜o e a me´dia dos quadrados das velocidades das
part´ıculas e´ dada por [16]
P =
ρv2
3
(2)
Neste trabalho, sera´ enunciado um paradoxo envol-
vendo a equac¸a˜o de Bernoulli e a teoria cine´tica dos gases.
O objetivo deste trabalho e´ abordar um aspecto na˜o in-
tuitivo da equac¸a˜o de Bernoulli, a queda na pressa˜o com
o aumento da velocidade. No caso particular do ga´s ideal,
a teoria cine´tica dos gases parece indicar que a pressa˜o
deveria aumentar com a velocidade, na˜o diminuir.
As sec¸o˜es deste trabalho seguem os seguintes passos:
apresentac¸a˜o da relac¸a˜o paradoxal, soluc¸a˜o do paradoxo,
consequeˆncia da soluc¸a˜o e conclusa˜o.
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II. APRESENTAC¸A˜O DO PARADOXO
As interpretac¸o˜es das relac¸o˜es altura-velocidade e
altura-pressa˜o na equac¸a˜o de Bernoulli sa˜o intuitivas.
Para a pressa˜o esta´tica P constante, a equac¸a˜o de Ber-
noulli 1 preveˆ que a soma das densidades de energia
cine´tica e potencial e´ uniforme e igual a` (P0 − P ). A
relac¸a˜o altura-velocidade pode ser interpretada como
uma consequeˆncia da lei da conservac¸a˜o da energia.
Se a velocidade e´ constante na equac¸a˜o de Bernoulli
1, a relac¸a˜o altura-pressa˜o coincide com a hidrosta´tica.
Quanto menor a altura z de uma determinada posic¸a˜o,
maior a massa de flu´ıdo acima do ponto exercendo
pressa˜o esta´tica P . No caso dos l´ıquidos, e´ conveni-
ente reescrever a equac¸a˜o de Bernoulli com a profun-
didade h = −z onde a pressa˜o na superf´ıcie (h = 0)
fica P0 −mv2/2. Ja´ a relac¸a˜o pressa˜o-velocidade na˜o e´
intuitiva. Para explorar apenas esta u´ltima relac¸a˜o, e´ ne-
cessa´rio fixar a altura z. Para este caso particular, basta
substituir z = 0 na equac¸a˜o de 1.
ρv2
2
+ P = P0 (3)
Se o flu´ıdo esta´ mais veloz, ele na˜o exerceria uma
pressa˜o maior? A equac¸a˜o de Bernoulli acima preveˆ o
inverso, a pressa˜o diminui com o aumento da velocidade.
Para explorar ainda mais a relac¸a˜o velocidade-pressa˜o,
o problema pode ser estudado em um caso particular, o
ga´s ideal. A escolha do ga´s ideal e´ motivada pela teo-
ria cine´tica dos gases que relaciona pressa˜o e velocidade
diretamente. Uma objec¸a˜o a` esta escolha e´ a densidade
varia´vel do ga´s ideal, uma vez que a equac¸a˜o de Bernoulli
pressupo˜e um flu´ıdo incompress´ıvel. Por isso, e´ necessa´rio
supor que o ga´s ideal e´ mantido incompress´ıvel. A res-
tric¸a˜o a` densidade do ga´s ideal na˜o e´ ta˜o ruim quanto
parece [20]. Existe uma equac¸a˜o ana´loga a` de Bernoulli
para um ga´s compress´ıvel, mas isso esta´ ale´m dos objeti-
vos deste artigo [18].
Considerando um ga´s ideal fluindo sem variac¸o˜es de
densidade e com variac¸o˜es de altura desprez´ıveis, as
equac¸a˜o de Bernoulli na forma 3 e a teoria cine´tica dos
gases podem ser aplicadas simultaneamnte. As equac¸o˜es
2 e 3 podem ser escritas na forma de afirmac¸o˜es:
• a) De acordo com a equac¸a˜o de Bernoulli, a pressa˜o
e´ uma func¸a˜o monotomicamente decrescente do
quadrado da velocidade.
• b) De acordo com expressa˜o da pressa˜o da teoria
cine´tica dos gases, a pressa˜o e´ uma func¸a˜o monoto-
micamente crescente do quadrado da velocidade.
As afirmac¸o˜es acima sa˜o paradoxais. Quando o qua-
drado da velocidade cresce, a pressa˜o diminui e aumenta
de acordo com as afirmac¸o˜es a e b respectivamente. Uma
func¸a˜o na˜o pode ser monotomicamente crescente e deces-
cente ao mesmo tempo.
Um caso particular da relac¸a˜o paradoxal entre as
relac¸o˜es 3 e 2 e´ v = 0. A equac¸a˜o de Bernoulli 3 preveˆ
a pressa˜o ma´xima, P = P0, enquanto a relac¸a˜o 2 implica
em P = 0.
III. SOLUC¸A˜O DO PARADOXO
Os termos v2 que aparecem nas duas parcelas na˜o tem
o mesmo significado. O termo v2 da expressa˜o 3 e´ o qua-
drado da velocidade do flu´ıdo. Ja´ o mesmo termo v2 da
expressa˜o 2 e´ o quadrado da velocidade das part´ıculas
para um ga´s ideal em repouso. Para a distinc¸a˜o en-
tre as duas velocidades, sera˜o usados os ı´ndices f e r
para indicar respectivamente as velocidades do flu´ıdo e
a randoˆmica das part´ıculas. As expresso˜es 3 e 2 ficam
reescritas como:
ρv2f
2
+ P = P0 (4)
P =
ρv2r
3
(5)
A expressa˜o 5 e´ deduzida para o ga´s ideal em repouso,
vf = 0. No entanto, a expressa˜o 5 pode ser generalizada
para a pressa˜o esta´tica do ga´s em movimento que apa-
rece na equac¸a˜o de Bernoulli. Se a velocidade do ga´s e´
na˜o nula (vf 6= 0), o movimento das part´ıculas torna-
se a sobreposic¸a˜o entre dois movimentos, um ordenado
com velocidade vf e outro randoˆmico. O movimento
ordenado coincide com o movimento do ga´s como um
todo, ja´ o randoˆmico tem velocidade nula em qualquer
direc¸a˜o (vr = 0), embora a me´dia quadra´tica seja na˜o
nula (v2r 6= 0). A pressa˜o esta´tica segue a relac¸a˜o 5, na˜o
dependendo da velocidade do movimento ordenado vf .
Como em qualquer direc¸a˜o ortogonal a` velocidade do ga´s
so´ ha´ movimento aleato´rio, a pressa˜o esta´tica tambe´m e´
denominada “pressa˜o lateral” [19].
Enquanto a situac¸a˜o vf = 0 e´ perfeitamente fact´ıvel
tanto na equac¸a˜o de Bernoulli quanto na teoria cine´tica
dos gases, a velocidade me´dia quadra´tica randoˆmica nula
das part´ıculas (v2r = 0) viola as leis da Termodinaˆmica.
No limite v2r → 0, a pressa˜o 5 cai a zero. Pela equac¸a˜o
de Clapeiron (PV = nRT ), a temperatura tambe´m iria
a zero.
Com a distinc¸a˜o entre as velocidades do flu´ıdo e a
randoˆmica, as afirmac¸o˜es a e b ficam reescritas como.
• a) De acordo com a equac¸a˜o de Bernoulli , a pressa˜o
e´ uma func¸a˜o monotomicamente decrescente do
quadrado da velocidade do flu´ıdo.
• b) De acordo com a teoria cine´tica dos gases,
a pressa˜o e´ uma func¸a˜o monotomicamente cres-
cente da velocidade me´dia quadra´tica randoˆmica
das part´ıculas.
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Na˜o ha´ paradoxo! As afirmac¸o˜es a e b reescritas
na˜o se contradizem. De acordo com a equac¸a˜o de Ber-
noulli, quando a velocidade do flu´ıdo ao quadrado cresce,
a pressa˜o diminui. Ja´ para teoria cine´tica dos gases,
se a me´dia do quadrado da velocidade randoˆmica das
part´ıculas aumenta, a pressa˜o da expressa˜o tambe´m au-
menta.
IV. CONSEQUEˆNCIA DA SOLUC¸A˜O DO
PARADOXO
Desfeito o paradoxo, e´ poss´ıvel extrair uma con-
sequeˆncia das afirmac¸o˜es a e b:
• c) o quadrado da velocidade do flu´ıdo e´ uma func¸a˜o
monotomicamente decrescente da velocidade me´dia
quadra´tica randoˆmica das part´ıculas.
Essa mesma afirmac¸a˜o pode ser deduzida a partir das
equac¸o˜es 6 e 5.
ρv2f
2
+
ρv2r
3
= P0 (6)
A soluc¸a˜o do paradoxo resulta em uma implicac¸a˜o
da equac¸a˜o de Bernoulli em escala atoˆmica-molecular.
O crescimento da velocidade quadra´tica do flu´ıdo im-
plica em uma queda na me´dia da velocidade quadra´tica
randoˆmica e vice-versa. Como a pressa˜o e´ proporcional a`
me´dia da velocidade quadra´tica randoˆmica, o aumento na
velocidade do ga´s corresponde a` uma queda na pressa˜o.
V. CONCLUSA˜O
A aparente relac¸a˜o paradoxal entre pressa˜o e veloci-
dade na equac¸a˜o de Bernoulli e na teoria cine´tica dos
gases e´ consequeˆncia da falta de rigor na linguagem da
F´ısica.
Uma forma de contextualizac¸a˜o da aparente con-
tradic¸a˜o na relac¸a˜o pressa˜o-velocidade e´ a duplicidade
na descric¸a˜o do ga´s ideal. A equac¸a˜o de Bernoulli e
toda a Mecaˆnica dos Flu´ıdos esta´ edificada na hipo´tese
do cont´ınuo [20], enquanto a teoria cine´tica dos gases des-
creve um conjunto de part´ıculas. Embora a continuidade
do flu´ıdo possa ser vista como consequeˆncia do limite
termodinaˆmico, o movimento das part´ıculas individuais
e´ diferente do conjunto das part´ıculas como um todo. Um
meio interessante de conciliar as descric¸o˜es do ga´s ideal
pela teoria cine´tica dos gases e pela equac¸a˜o de Bernoulli
e´ a simulac¸a˜o computacional [21].
O paradoxo apresentado neste trabalho tambe´m pode
ser inserido em um amplo contexto onde a equac¸a˜o de
Bernoulli e´ mal interpretada [22]. Ha´ pesquisas apon-
tando falhas na interpretac¸a˜o da equac¸a˜o de Bernoulli na
diferenc¸a de pressa˜o entre as partes supeiore inferior das
asas de avia˜o [23–25], no efeito Coanda [26], na relac¸a˜o
entre pressa˜o e densidade de energia [27] e ate´ mesmo na
derivac¸a˜o deste princ´ıpio [28].
O paradoxo apresentado neste trabalho e sua soluc¸a˜o
podem ser generalizados para o caso de l´ıquidos. O au-
mento da velocidade do flu´ıdo corresponde a uma queda
na pressa˜o e na velocidade me´dia quadra´tica randoˆmica
das part´ıculas. No entanto, a relac¸a˜o da pressa˜o com a
velocidade das part´ıculas para flu´ıdos na˜o gasosos envolve
expresso˜es relacionadas a teoria cine´tica dos l´ıquidos e de
flu´ıdos em geral [29], o que esta´ ale´m dos objetivos deste
trabalho.
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